Блок 1

Тема 5

Необходимо: знать определение арифметического корня, знать формулы сокращенного умножения.
Иррациональные уравнения
Иррациональное уравнение - уравнение, содержащее неизвестное под знаком радикала. [6]
Отметим, что:

1.  Все корни четной степени, входящие в уравнение, являются арифметическими, т.е. если подкоренное выражение отрицательно, то корень лишен смысла; если подкоренное выражение равно нулю, то и корень равен нулю; если подкоренное выражение положительно, то значение корня положительно.

2.  Все корни нечетной степени, входящие в уравнение, определены при любом действительном значении подкоренного выражения. При этом знак корня совпадает со знаком подкоренного выражения.

3.  Функции y=

 и  y=

 являются возрастающими на своей области определения.

Напомним, что уравнение f2n(x)=g2n(x) является следствием уравнения f(x)=g(x). То есть при возведении в четную степень обеих частей уравнения может привести к появлению посторонних корней. Чтобы избежать этого, необходимо либо проверить подстановкой, удовлетворяют ли  полученные корни  исходному уравнению, либо ограничить ОДЗ значениями переменной, при которых обе части уравнения одного знака (неположительны или неотрицательны одновременно).

Пример 1.

Решить уравнения: 

=1-x и

=x-1.

Решение: возведя обе части уравнений в квадрат, получим одно и тоже уравнение:x2-5x=0. Решив полученное уравнение, получаем корни x1=0, x2=5. Проверкой убеждаемся, что корнем первого уравнения является x=0, а корнем второго - x=5.

Пример 2.

Решить уравнение: 3

-

=7.

Найдем ОДЗ: x+3

0 и x-2

0, следовательно, x

2.

Преобразуем уравнение: 3

=

+7.
Так как обе части уравнения неотрицательны, то можно возвести в квадрат: 
9(x+3)=x-2+49+14

, преобразуем уравнение и уединим радикал в правой части:               4x-10=7

, чтобы обе части уравнения были неотрицательны, наложим ограничение:        4x-10

0, т.е. x

2,5, с учетом ОДЗ: x

2,5. Возведем обе части уравнения в квадрат и приведем подобные: 16x2-129x+198=0. Это уравнение является следствием исходного. Из его корней x1=6 и x2=

 условию x

2,5 удовлетворяет только второй.

Пример 3. Решить уравнение 


Решение. ОДЗ уравнения [-2;3]. Преобразуем выражение, стоящее в левой части:







Выражения под знаком модуля неотрицательны на ОДЗ, следовательно, знак абсолютной величины можно опустить, и после преобразования выражения получим:



Обе части уравнения неотрицательны, следовательно, уравнение можно возвести в квадрат:




Решая последнее уравнение, получаем:




Оба эти числа удовлетворяют ОДЗ и, следовательно, являются решениями исходного уравнения.

Иногда при решении иррациональных уравнений бывает полезно ввести дополнительные переменные.
Пример 4. Решить уравнение 


Решение. Введем новые переменные: 

.

Исходное уравнение равносильно системе уравнений: (+(=6, (3=24+x, (2=12-x.
Решая данную систему, получаем:(1=0,  (2=-4,  (3=3; следовательно, x1=-24; x2=-88; x3=3.
Иррациональные неравенства.

Основным методом решения иррациональных неравенств является метод сведения исходного неравенства к равносильной системе рациональных неравенств или совокупности таких систем. 

Чтобы избежать ошибок при решении иррациональных неравенств, следует рассматривать только те значения переменной, при которых все входящие в неравенство функции определены, т.е. найти ОДЗ этого неравенства, а затем обоснованно осуществлять равносильный переход на всей ОДЗ или ее частях.

Пример 1. Решить (x-1)



 EMBED Equation.2  
.

Решение.  ОДЗ данного неравенства определяется условием: x2-x-2

0, т.е. 

. Т.к. 



 EMBED Equation.2  
 на ОДЗ, то необходимо выполнение x-1

. Получили решение неравенства: x=-1 и x

. 

Пример 2. Решить неравенства: 

  и  

.

Решение. ОДЗ первого неравенства: (-(;5]((6;(). Учитывая, что арифметический квадратный корень неотрицателен на области определения, получаем ответ неравенства: x((0;5)((6;().

ОДЗ второго неравенства: (6;(). Учитывая, что арифметический квадратный корень неотрицателен на области определения, получаем ответ неравенства: x((6;().

Приведенный пример иллюстрирует важность нахождения ОДЗ неравенства и проверки равносильности преобразований. Возникает соблазн в первом неравенстве примера 2 перейти к неравенству 

. Однако, первое и второе неравенство имеют разные ОДЗ и, соответственно, разные решения.

Пример 3. Решить неравенство. 


Решение. ОДЗ данного неравенства x=3. Проверкой убеждаемся, что это число является решением неравенства.

Пример 4. Решить неравенство. 

.

Решение. ОДЗ данного неравенства: (1;(). Уединим корень третьей степени (т.к.  возведение в куб является равносильной операцией на всем множестве действительных чисел) : 

. Возведем в куб обе части полученного неравенства: 

 или 

. Далее целесообразно ввести новую переменную: 

. При этом обозначении неравенство принимает вид: 1-z2>(1-z)3 или z(z-1)(z-3)>0. Решением полученного неравенства является множество: 0<z<1, z>3. Таким образом, 

 или 

, т.е. 1<x<2, x>10.
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